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Ubungsblatt 4: Logik

Hinweis zur nachsten AufgabEine Teilformeleiner logischen Formel ist jeder Teilabschnitt der
Formel, der selbst eine wohlgeformte logische Formel dlrsivobei die vollstandige Klamme-
rung beachtet wird. Zum Beispiel sind die Teilformeln vgn¢ ((pA g) Ar)) genau die Formeln
@@—-=(prgATr),(pAg AT), (PAQ), P, q, r. Dagegen ist z.B.g A 1) keine Teilformel
(wegen der Klammerung). Um den Wahrheitswert einer aussagjschen Formel unter einer
Interpretation/ zu berechnen, bestimmt man schrittweise die Werte fur aléofmeln, wo-
bei die Werte flr die kleinsten Teilformeln (d.h. fur einzelPropositionen wi@ oderq) direkt
durch die Interpretatiod vorgegeben wird.

Aufgabe 4.1 Entscheide fur jede der folgenden Formeln, ob diese allgeguikig, erfillbar,
widerlegbar, oder unerfillbar ist. Beweise Deine Antwowgds durch Angabe einer Wahr-
heitstafel, in der die Werte fur jede Teilformel (und die @®&se Formel) jeweils in einer Spalte
dargestellt werden.

Beispiel: Die Formeld§ — (p A q)) ist erfullbar und widerlegbar. Die entsprechende Wahr-
heitstafel ist: (wir schreiben hief(-), um darzustellen, dass die angegebenen Werte erst durch
Anwendung einer bestimmten Interpretatibestgelegt werden):
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Aufgabe 4.2 Verdeutliche sich die Begfe ,Theorie®, ,logische Konsequenz* und ,Aquiva-
lenz" und entscheide dann, ob folgende Behauptungen risimti Gebe jeweils eine (informel-
le) Begrindung fir Deine Antwort.

Fir beliebige Theoriefi undS gilt:

(@) Isteine FormelF allgemeingdltig, dann gilf” | F, d.h. aus jeder Theorie folgen zumindest
alle Tautologien.

(b) Je groRRer eine logische Theorie ist, desto mehr Modellesie. Das heil3t, weni C S,
dann ist jedes Modell vofi” auch ein Modell vors.

(c) Je groler eine Theorie ist, desto mehr logische Konsegmehat sie. Das heil3t, wefinC
S, dann ist jede logische Konsequenz d@uauch eine Konsequenz alis

(d) Ist=F € 7, dann kanrv~ | F niemals gelten (wobdt eine beliebige Formel ist).

(e) Sind zwei Theorien unterschiedlich (+ S), dann unterscheiden sie sich auch in wenigstens
einer logischen Konsequenz (zum Beispiel, indem es einedldtmibt, so dasg™  F aber
S F).

Aufgabe 4.3 Versuche die folgenden naturlichsprachlichen Satze dagische Formeln aus-
zudrucken.

Beispiel: ,Alle Menschen sind sterblich und Sokrates istMansch.”
~> ((V(X)(mensch(X) — sterblich(X)) A mensch(sokrate$)
(Was wirde die Formel bedeuten, wenanstelle von- verwendet wiirde?)

() ,Alle Wege fuihren nach Rom."

(b) ,Wer die Prufung besteht und nicht gelernt hat, der hgrtvBes Gluck.”
(c) ,Zu jeder naturlichen Zahl gibt es eine, die grof3er ist.”

(d) ,Es gibt keine nattrliche Zahl, die gro3er als alle ardést.”

(e) ,Alle Amerikaner und Briten sprechen Englisch.”

() ,Ein Student kommt zu jeder Vorlesung.”

Aufgabe 4.4 Wandel die folgenden Formeln in Negationsnormalform um.d&éthen Umfor-
mungen ist es zulassig, beliebifeilformeln durch &quivalente Formeln zu ersetzen.

(a) Geld allein macht nicht glticklich:

—-(geld — gluicklich)



(b) Die folgende Tautologie entspricht der bekannten AbtgysregeModus Ponens

(P> Arp)—0a

(c) Die semantische Aquivalenz der DeMorgan’schen Regebt Eich als Formel darstellen:

(~(pAQ) & (=pV Q)

(d) Nicht alles was glitzert ist Gold, aber manches schon:

(=(vYX)(glitzert(X) — gold(X)) A (Y)(glitzert(Y) A gold(Y)))

(e) Auch diese Formel ist erfillbar:

~((VX)@3Y)p(X,Y) < AY)(YX)p(X, Y))

Aufgabe 4.5 Wandle die Negationsnormalformen der préadikatenlogis¢i@mmeln (d) und (e)
aus der vorigen Aufgabe iNormalformum, bilde dann daraus jeweils eifganexformund
wende schlie3liclskolemisierungn.

Aufgabe 4.6 Wandle die Negationsnormalformen der Formeln (a) bis (s)Awfgabd 4.4 und
die skolemisierten Pranexnormalformen aus Aufdabe 4K®imunktive NormalfornfKlausel-
form) um. Kannst Du in den entstanden Formeln noch die urspreimngkabsichtigten Aussagen
wiederfinden?

Aufgabe 4.7 Beweise mit dem Resolutionsverfahren, dass die folgendemy&fevon Klauseln
widerspruchlich sind.

(@ (pvq Auspfolgtqund

p p gilt,
—-q aber g gilt nicht.

(b) (=bhatBelag(X,Y) Vv Pizza(X)) Nur Pizzas haben Belage,
(=hatBelag(Z, W) v PizzaBelag(W)) nur Pizzabelage kommen als Belag in Frage,
(=Pizza(V) v —PizzaBelag(V)) nichts ist gleichzeitig Pizza und Pizzabelag, und
PizzaBelag(auberging Aubergine und
PizzaBelag(cheddaj Cheddar sind Pizzabelage,
hatBelag(auberginechedda) aber die Aubergine wurde mit Cheddar belegt.

Aufgabe 4.8 Modelliere die folgenden Satze in einer Beschreibungslogik

e Die KlasseGemiise ist eine Unterklasse vapi zzaBelag.



e Die KlassePizzaBelag hat keine gemeinsamen Elemente mit der Klasiseza.
e Das IndividuumAubergine ist ein Element der Klass@&miise.

e Die RollehatBelag besteht ausschliel3lich zwischen Elementen der Kleissza und der
KlassePizzaBelag.

e Pizzen haben immer mindestens zwei Belage.
e Jede Pizza der Klas®d zzaMargarita hatTomate als Belag.

e Die KlasseVegetarische Pizza besteht aus den Elementen, die sowohl in der Klasse
PizzaOhneFleisch als auch in der Klassei zzaOhneFisch sind.

e Keine Pizza der KlasskizzaMargarita hat Belag aus der Klas$@eisch.

Aufgabe 4.9 Es soll das Konzept ,vegetarische Pizza“ definiert werdeelcihé der folgenden
Definitionen ist dafiir angemessen? Gebe dazu jeweils ettielinbsprachliche Beschreibung
der logischen Formeln an.

(a) VegetarischePizza = Pizza 1 =3 hatZutat.(Fleisch r Fisch)

(b) VegetarischePizza = Pizza VY hatBelag.(—=Fleisch LI =Fisch)

(c) VegetarischePizza = Pizza n -3 hatBelag.Fleisch r -3 hatBelag.Fisch
(d) VegetarischePizza = Pizza 1 3 hatBelag.—Fleisch 1 3 hatBelag.—Fisch

(e) VegetarischePizza = Pizza n ¥ hatZutat.(=Fleisch rm —=Fisch)

Aufgabe 4.10 Gegeben sei folgende DL-Ontologie:

hatBelag C hatZutat dhatBelag. T C Pizza T C VhatBelag.PizzaBelag
GemiisenKase C L Kase rn FleischC L

Gemiise N FleischC L KasemnFischC L

GemisenFischC L Fleischm Fisch C L

Betrachte nun zusétzlich die folgenden Klassendefinitionen
KasePizza = Pizza n 4 hatBelag.Kase

PizzaSpinat = J hatBelag.Spinat 1 1 hatBelag.Kase
¥ hatBelag.(Spinat LI Kase)

PizzaCarnivorus = Pizza r Y hatBelag.(Fleisch r Fisch)
LeerePizza = Pizzam -3 hatBelag. T
(a) Welche der oben aufgefuhrten Klassen von Pizzas windd diinen DL-Reasoner als Un-
terklasse vorVegetarischePizza (gemafd einekorrektenDefinition aus Aufgabé 419) er-
kannt? Begriinde jeweils Deine Entscheidung.
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(b) Die Klassifikation unter (a) zeigt, dass einige der Piassen nicht das gewinschte Konzept
modellieren. Wie konnte man ihre Definition korrigieren?

(c) Wie wirde sich das unter (a) ermittelte Ergebnis veremdsenn man bei der Definition
von VegetarischePizza anstelle vore nurC verwenden wirde?

Aufgabe 4.11 In der Beschreibungslogik gibt es auch den B&glter symmetrischen Roll&o
wird eine Rolle bezeichnet, fur welche gelten soll, dass warmer sie von einem Individuura
zu einem Individuunb verlauft, sie auch vob nacha fuhrt. Typisches Beispiel ware etwa eine
Rolle verheiratetMit. Uberlege, auf welche Weise die Tatsache, dass eine Rollmstisch ist,
mit den in der Vorlesung vorgestellten Konstruktoren folisiart werden kann.

Die technischen Details des Tableauverfahrens werdehBegtandteil des Prifungssies sein
(moglicherweise aber dessen Grundprinzipien). Die nagbfale Aufgabe ist also eher etwas
fur Enthusiasten, die an einem Einblick in die konkrete Fiamisweise von Tableauverfahren
interessiert sind.

Aufgabe 4.12 Beweise mit Hilfe des Tableauverfahrens die ErfullbarkeiéroUnerfullbarkeit
der folgenden Wissensbasen. Bedenke, dass die Formeln demt m Negationsnormalform
umgeformt werdn missen.

(a) PizzamPizzaBelag C L Nichts ist gleichzeitig Pizza und Pizzabelag.
1 hatBelag.PizzaBelag C Pizza Alles was einen Pizzabelag hat, ist eine Pizza.
PizzaBelag(kase) Der Kése ist ein Pizzabelag.
PizzaBelag(aubergine) Die Aubergine ist ein Pizzabelag.
hatBelag(auberginekase) Die Aubergine wurde mit Kése belegt.

(b) Student C dbesucht.Vorlesung Jeder Student besucht eine Vorlesung.
Vorlesung C 3 besuchtVon.(Student 1 FleiBig) In jeder Vorlesung ist auch ein fleil3iger

Student.

Student(heiner) Heiner ist Student,
=FleiRig(heiner) aber nicht flei3ig.

Aufgabe 4.13 Transformiere die beiden Wissensbasen aus Aufgabk 4.112irs&lform. Driicke
dazu die Formeln zunéchst in Pradikatenlogik aus und wadlidke anschliel3end in Klauseln
um.

Aufgabe 4.14 Der Nutzen des Tableauverfahrens basiert auf der Beobayhdass viele typi-
sche Fragestellungen an eine beschreibungslogische Wese auf die (globale) Unerfullbar-
keit einer Wissensbasis zurtickgefuhrt werden kdnnenslsinagekehrt auch méglich, globale
Unerfullbarkeit auf die anderen in der Vorlesung behamaditferenzprobleme zurtickzuriihren?
In welchen Féllen geht das und wie?



